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論文審査結果の要旨 
 
 双曲平面は非ユークリッド幾何学が成立する平面として，ロバチェフスキ，ボヤイによって
1830 年頃に独立に発見された．その後はポアンカレ等によって単位円板モデルや上半平面モデル
が提唱され，一部の例外を除きほとんどすべてのリーマン面の解析的普遍被覆面となっているこ
と（一意化定理）が 20 世紀初頭に判明した．このことから，リーマン面の研究は双曲平面に等長
に作用する（実）メビウス変換群の（捩れ元を含まない）離散部分群の研究と原理的には等価と
なり，その後のリーマン面のモジュライ理論の進展に飛躍的な進歩をもたらした．数学において
は，「複素化」を施すことによって，それまで見えなかった構造が浮かび上がることがしばしば経
験されており，双曲平面もその自然な複素化である複素双曲平面に拡張され，その等長変換群の
離散部分群も 20 世紀終盤からかなり活発に研究されるようになったが，困難な点も多く実双曲平
面の場合ほど理解が進んでいるとは言えない状況である．本論文では，複素双曲平面（複素多様
体としては，2 次元複素ユークリッド空間の開球と双正則同値で距離はベルグマン計量から誘導
される）の等長群（等長変換群）の部分群の離散性判定に関する研究が述べられている．本論文
は英語にて書かれ，全編５章からなる． 
 第１章は序論である． 
 第２章では，本論文を通じて必要となる基礎的概念がまとめられている．双曲平面は実 3 次元
ミンコフスキ空間における時間的ベクトルの（スカラー方向の）射影全体として定義されるが，
これを自然に複素化したものとして複素双曲平面が定義される．ここでは，その空間の等長群が
ある種のリー群として記述されることや，応用上重要なシーゲル空間モデルについて詳しく述べ
られる．さらに，その境界の構造についても必要最小限の解説がされ，特に無限遠境界を除いた
境界がハイゼンベルグ群と同一視されることや，後で必要となるシガン距離についても述べられ
ている． 
 第３章では，複素双曲平面の等長群の２元生成部分群の離散性判定について研究されている．
まず準備として１元生成部分群に対するフォード基本領域やディリクレ基本領域を考察し，ある
制限の下ではあるが，その境界の組み合わせ的構造を解明している．複素メビウス群（実 3 次元
双曲空間の等長群）における２元生成部分群の離散性判定については，Gehring-Martin による優
れた先行研究が知られているが，元のタイプをある程度限定した上で，本論文では類似の離散性
判定条件が元の固定点やそれらを結ぶ複素測地線などによって幾何的に定義された量によって与
えられている．これらはこの方向の研究に新たな知見を与えている． 
 第４章は，複素双曲的三角群の研究にあてられている．実双曲平面における三角群は幾何的・
数論的に非常に深く研究され，重要な離散部分群の例を数多く提供してきた．複素双曲平面にお
いても，同様に三角群が定義されその構造が調べられているが，実の場合と異なり，三角形の頂
角だけの情報では三角群が一意的には定まらず，１つの実パラメータによって記述されることが
知られている．これまで知られている結果の多くが非離散的であるための十分条件であり，離散
性のための十分条件がほとんど知られていないのが現状である．本章では，頂点を固定する部分
群の位数が (m,n,∞) である場合について，非離散的であるための十分条件がいくつか与えられ
ている．この結果は，Wyss-Gallifent, Pratoussevitch, Kamiya, Parker, Thompson らによって
研究されてきた (n,n,∞) の場合を拡張するものとなっている． 
 第５章では，複素双曲的三角群の離散性十分条件を与えるための有力なアプローチとして，ポ
アンカレの多面体定理の複素双曲版の一つを提案している．文献を調べると，このような定理は
いくつか散見されるが，実の場合と同様として証明が省略されているのが常である．そこで，本
論文では一つの証明を与え，さらにその応用として非常に特別な場合の複素双曲的三角群の離散
性十分条件を与えることに成功した． 
 以上要するに本論文は，複素双曲空間の等長群の部分群の離散性，特に２元生成部分群や複素
双曲的三角群に関して，いくつかの重要な新たな知見を与えている．有限生成部分群の離散性判
定は，語の問題 (word problem) と密接に関わる困難な課題であり，本研究は複素解析学のみな
らず，情報基礎科学の発展に寄与するところが少なくない． 
 よって，本論文は，博士（情報科学）の学位論文として合格と認める． 
